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　　　　　　　　　星状関数についての一考察
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　千　葉　　　糺
（1〕基礎事項
　　初めに，いくつかの基本的な事項をまとめておく。
（1－1）f（2）が領域D内で正則，単葉ならば，f’（z），F　Oである。
　この性質に基づいて，これからは単葉関数として，すべて
　　　　　　　　　　oo
　　　　f，（z）＝Z十Σanzh
　　　　　　　　　　n－2
　の形のものを取り扱っても一般性を失わない。
　（DEF．）領域△をw平面上の点w＝＝Oを含む領域とする。この領域△が
　点w＝＝Oに関する星状領域であるとは，
　　　w∈△⇒tw∈△（0≦t茎1）
　が成り立つときをいう。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　△　　　　　W
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　くイw）
（1－一　2）関掌w＝f（z）＝2＋Σa。znが　lz［〈1で正則．単葉とし，
lzl〈1が点w＝・　Oに関する星状領域△に写像されたとすれば，
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lzlくr（r＜1）は点w＝・Oに関する星状領域△．に写像される。
　簡単に証明を述べておく。
（P，。。F）仮定から，Φ（z）＝tf（z）（0≦t≦1）は，zがIzl〈1
内を勲くとき．△内に含まれる。
　いま，w＝f（z）の逆関数を，z＝F（w）とするとflF’（w）1＜1で
　　　　Φ（z）＝F（tf（z））
　は1zl＜1で正則，かつΦ（0）＝F（0）＝0である。
　したがって，Schwartzの定理より
　　　　1Φ（Z）1≦IZ1・…・一…・一・（1）
　ここで，lzl＜rが領域△，に写像されたとすれば，w∈△．のとき，
　　　　lF（w）　1＜r　　…一・・…・一（2）
　いま，w且を△．内の任意の点とし，w且＝f（z1）とすると，　lzll＜r．
　したがって，（1）から，1Φ（z1）1＝lF（tf（zl））1＝lF（tw1）1＜r
　②から　tw1∈△，となる。よって，領域△，は，点w窩0に関する星状領
　域であることが証明された■
　　Darbouxの定理を利用して，次のことを示しておく。
（1－3）　w＝f（z）＝z＋Σa。znをlzl＜1で正則な関数とする。
　このとき，lzi＜1が，点w＝Oに関する星状領域△に単葉に写像される
　ための必要十分条件は，
　　　　　　　　　　　lzlく1において，
　　　　　　　　　　　・・〔・liii〕・・
　となることである。
（Pn。。F）lzl＝r（＜1）の像をr，とする。zがlzI＝r上を一周する
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とき，！z1〈rの写像される領域△，が星状であるとき，　wはFt上を正の
方向に一周する。argwは常に増加する方向に変化するから．
　　　　　　　　∂
　　　　　　　　　　　argw＞0
　　　　　　　　∂θ
逆に．これが成立しているならば，星状領域であることも容易にわかる。
z＝reieのとき，
　　　　　f’（z）　　　　dlogf（2）　　　　dlog　l　f（2）1十idarg　f（z）
　　Z＝　　　　　　　　　＝　　　　　　　　　　　＝t
　　　　　f　（z）　　　　dlogz　　　　　　　dlogr十　idθ
lzl＝rの接線方向に微分すると，　d　logr＝　Oであるから，
　　　　　f’（z）　　　　dloglf（2）　　　　dlogf（z）
　　Z＝　　　　　　　＝　　　　　　凶　　十
　　　　　f　（z）　　　　　　idO　　　　　　　dθ
　　　　　　　　　　　dargf（z）　　　　dloglf（2）1
　　　　　　　　　　＝　　　　　　　　　　　　－i
　　　　　　　　　　　　　dθ　　　　　　　　dθ
よって，
・・〔・；L’8（ii〕一血響1ω・・
rは任意であるから，　（1－31は証明された■
これに基づいて，新しい関数
　　　　　　　　　f’（z）
　　9（z）＝z
　　　　　　　　　f（z）
について調べてみる。g（z）はもちろん，lzl＜1で正則であることは
容易にわかる。
　f（z）がlzl＜1で正則，単葉ならば，lzl＜1は　g（z）により，
右半平面の部分領域に写像される。
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　　　　　　　　　　　　　　⊥
単位円板lz31＜1を右半平面Rez2＞0に写像する一次変換は
　　　　　　　1十Z3
　　　Z2　＝
　　　　　　　1－Z3
で表される。これをz3について解いて，　R。z2＞0
カ’ら1z・1＜1への一條ｷ
　　　　　　　1－Z2　　　Z3＝　　　　＝Φ（Z2）
　　　　　　　1十Z2　def
が得られる。．
△1：Izi〈1のg（z）による像を△2とし，Φによる△zの像を△3と
する。このとき，
　　　　　　　　　1－9（2）
　　　Φ（z）＝　　　　　　　　　したがって
　　　　　　　　　1．＋　9（z）
　　　　　　　　　1＋Φ（Z）
　　　9（z）＝
　　　　　　　　　1一Φ（Z）
ここで・9（・）は1・1‘1で正則で・カ’つ・（0）’＝1カ’らΦ（0）＝O
Tある゜
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そこで，以下このΦ（z）をw（z）とし．、f（z）を領域lzl〈1を有隣
な面積をもつ領域に写像する星状関数とし，その係数について，w（z）に関
連して調べていくことにする。
（2）星状関数の係数評価についての考察
　　　　　　　　　　　　、◎o
（2－1）　f（z）＝z’＋Σanznはlzl〈1で星状であるとし，
　　　　　　　　　　　　n・2
1z1〈1が面積が△の領域に写像されるとする。そのとき，
　　　1・・1≦∴圧（・一・・3・…一一一）
が成り立つ。
（PR。。F）
　〔1〕で述べたことから，
　　　　　　　　　zf，（z）　　　1十w（z）
　　　　　　　　　f（z）　　　　1－w（z）
　　　　　　　　　　　　◎o
　　　　　　　W（Z）”＝ΣWnzn
　　　　　　　　　　　　n－1
　　　　　　　　1w（z》1＜1　（lzl＜1）
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とおくことにする。このとき．
　　　　　　zf’（z）（1－w（z》）’＝　f（z）（1＋w（z））
つまり，
　　　　　　（zf’（z）十f（z））w（z）：zf’（z）－f（z）
である。巾級数にすると，
　　　oo　　　　　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　oo
｛2z十Σ（k十1）akzk｝Σwkzk．・Σ（k－1）akzk　　　…・…・・〔2）
　　　k°e　　　　　　　　k日2　　　k－2
ここで，両辺のznの係数を比較して，
　2wn－1十3a2wn－2十…一……十nah一亘w量＝（n－1）an
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（n≧2）
つまり，a。はa2，　a　3．…一．　a。－1のみに依存しているg
そこで。n≧2のとき
　　　　　　n－I　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　oo
左辺＝｛2z＋Σ（k＋1）akzk｝w（z）＋｛Σ（k＋1）akzk｝w（z）
　　　　　　k’■2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k・n
　　　n　　　　　　　　　　　　　　oo
右辺＝Σ（k－1）akzk＋Σ（k－1）akzk
　　　k■2　　　　　　　　　　　　　　k魯ti◆1
と変形してt更に
　00　　　　　　　　　　　　00　　　　　　　　　　　　　　　　　’oo
　Σ（k－1）akzk－｛Σ（k十1）akzk｝w（z）＝Σbkz’k
k．馳←t　　　　　　　　　　　　　　　　k－n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k－n十且
とすると，
　　　　　　n－t　　　｛2z十Σ（k十1）akZk｝w（z）
　　　　　　k．2
　　　　n　　　　　　　　　　　　　　◎o
　　　＝Σ　（k十1）　akzk十ΣbkZk　　………・…・一（3）
　　　k葡2　　　　　　　　　　　　　　　　　k●n十1
と書くことができる。
　　　　　　　　　　　　ooここで，一般に　h（z）＝＝　£d。Zn　（lzl＜R）
　　　　　　　　　　　　n■o
のとき，
　　　　　　　　　　　　　　　－34一
　　　21。∫ll㌔（・ele－一零1・・1・r・・（・くR）
であるから，右辺＝h（z）とおくと，
　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　◎o
　　　　Σ・（k－1）2　1akl2　r2k十Σlbkl2　r2k
　　　　k－2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k■m＋t
－21B∫llπ｛2・・巨1（・＋1）・・z　k｝・－dθ
・21B∫ll㌔・＋巨：（・・1）・…1・　d・
　　　　　n－t　　＝4＋Σ（k＋1）21akl2　r2k
　　　　k．2
整理して，
　　n一且　　　　　　　　　　　　　　　　　　∞
　　Σ（k－1）21、aki2　r2k十Σlbkla　r2k
　　k「2　　　　　　　　　k“n＋1
　　　　n－1　　＜4＋Σ（k＋1）2　1akl2　r2k
　　　　k騨2
が成り立つ。
　ここで，r－・1として，
　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n－t　　　　黒、（kT1）21　a・12≦4＋P．、（k＋1）21・・1
書きかえて，
　　　　　　　　　　　　h－l　　　　　　　　　　　　　　　　n－l（n－1）21ahla≦4＋Σ　（k＋1）31aki2一Σ　（k十1）　21akl2
　　　　　　　　　　　　k口2　　　　　　　　　　　　　　　k曜3
　　　　　　　　　　　　n－1　　　　　　　　　＝4＋Σ　klakl2
　　　　　　　　　　　　k■2
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よって，
　　　　　　　　　　　　　　　n－1（n－1）　21ahI2　≦4　（1十Σk　lakl2）　　　　………一・（4）
　　　　　　　　　　　　　　　セ軍2
次に，lzl＜1のfによる像の面積△は，等式
△一
轣Fル・（・el・）1・rd・dθ
で与えられる。ここで，
　　　　　　　　　oo
　　f，（z）　＝1十Σkak　zk曽1
　　　　　　　　　k．2
であるから，
　　　f．21・・（・・・…1・dθ一・・（1・窪｝・1・・1・r2k－2）
したがって，
△一・・
轣I（1・窪｝・1・・1・r2k－2）・dT
　　　　　　　Ooo
　　　＝π（1十Σklakl2）　　　　　　　　（5）
　　　　　　　　k騨2
（4）から不等式
　　　　　　　　　　　　　　　　△
　　　（n－1）21akl2≦4・一
　　　　　　　　　　　　　　　　π
が成り立つ。ゆえに，不等式
　　　　1。。1≦2」2「一（。－2．3……）
　　　　　　　　　　n－1　　　π
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　●が証明され焔　　　　　　1
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（3）　（2－1）についての考察
　（2－1）で得られた係数評価が最高のものであるかという問題について考え
てみたい。
　　　　　　　　　　　　　　　　co3．1°）　F＝｛fif（z）＝z＋Σakzn，fはlzl＜1を面積が△
　　　　　　　　　　　　　　　　n－2
となる領域に写像する星状関数｝
とする。
　いま，
An　（△）　：＝　sup　l　a．n　l
　（このsupはFに含まれるすべてのfについて考えているものとする）とお
くと，　（2－1）から
　　　　A・（・）・。皇1Fl『（・一…一→
幟り立つ．そこで問題点は，この評価力儲のものであるカ、どうかと1、うこ
とである。この問題点については，
　　　　A・（・）・，÷・。茎1r「・一・…一→・
となるような△が存在することを示して，　（2－1）の評価がほとんど最高の
ものであることを述べる。
　　　　　　　　　　　　　zn
いま，関数f（z）＝z＋　　　　　　（n≧2）を考えてみる。
　　　　　　　　　　　　n
　　　zf，（z）　　　（n－1）zn’
　　　　　　　　＝1＋
　　　　f　（z）　　　　　　nz十zn
l（n－－1）　zn　　　n－1
@　　　　〈　　　　＝： @1　　　　（lzl＜1獅囂¥zn　　　　n－1）
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　　　　　　　zf’（z）
から．Re（　　　　　　　　）＞O
　　　　　　　f（z）
となり，fはIzl〈1で単葉，かつ星状な関数であることがわかる。
㈲によって
△一・（1・⊥）．すt・bS．　ff＝1・⊥
　　　　　　　　　n　　　　　　　　　　　　　　π　 　　 　　　　　　n
また，
1・・1－?黶B呈1・厚・÷nilr『
　　　　一（1看1F吾）・n呈1・厚
瓢（1看1圧）一舞圧一2指
このことから，
つまり．面積鵡）（1警臨呈蕪1薫写濃
　　　　　　　　　　　　　　n
る星状関数について，（1）が成り立つ（面積を固定）。
3．2°）関数を一つ固定して考えたとき，　（2－1）により，
　　　、。－O（⊥）　（。＿。。）
　　　　　　　　　n
が言える。この評価p｛最高のものであるような例をつくってみよう。
　　　　　　　　　　　
　　　f　（z）＝z十Σanzh
　　　　　　　　　　n騨2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
が有界かつ無限個のnについて　an＞一となる星状関数をつくってみる
　　　　　　　　　　　　　　　　　　n
ことにする。
　　　　　　　　　　　　　　　　－38　一’
数列｛b。｝を’
　　　　　・n　・（’　？：瓢：：
とすると属÷は収束す・・そ・で・
　　　　　　　　　　　　　　　h（z）＝1十Σbnzn
　　　　　　　　　　h■乳
とおく。
　ここで，
　　　　　　f’（z）
　　　　z　　　　　　・＝h（z）カ、つ，
　　　　　f（z）
　　　1…11）一∫；h（i）－1・・
を解くと，
　　　∫：。dfL∬h（z）i　－L’＋1・・か6・
　　　1・・f（・）－1…（1）一　f，E－L，（；）－1・・＋1…
よって，
　　　　・（・）一・・（1）exp∫2h（i）－1・・
　　　　　　　一・　ex’・　f，Lh（；）－1・・，
　　　Ih（z）1＞0　（lzl＜1）から，f（z）はizl＜1で
牒力・つ星状である．また，・与…から
　f（z）はlzl＜1で有界である。
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・（・）＝＝・｛1・・令・・＋i「（・÷・・）・＋…・一｝
　　　　　　　　∞
　　　　　＝z十Σanzn　　とおくと，
　　　　　　　　n－2
　　　　　　　bn＿1　　　　　　bn＿1　　　　　1
　　　an二　　　　　＋α≧　　　　　＝　　　　　．　（n・＝4m＋1）
　　　　　　　n－1　　　　　n－1　　　n－1
　この例と，　（2－1）から，
　　　・…〔÷〕　（・一・・）
以上，星状関数について（2－1）を中心に考察してきた。条件を部分的に修
正することによって，凸関数について次のことが成り立つことが証明できる。
すなわち，
　　　　　f（z）をlzl＜1で単葉で，Iz‘1〈1を有界な
　　　　　凸領域に写像する関数とするとき，
　　　　　・・＝＝・〔÷〕　（・一・・）
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